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Motivation

m In Vorlesungen, Lehrbiichern und Papern zur Teilchenphysik wird oft
der Lagrangeformalismus verwendet.

m Der Lagrangeformalismus ermoglicht es, Feldgleichungen in
kompakter Form zu formulieren und mogliche Wechselwirkungen
zwischen Elementarteilchen schnell zu identifizieren. Daher hilft der
Formalismus insbesondere in supersymmetrischen Theorien dabei, die
Ubersicht zu bewahren.

m Jedoch: Die kompakte Schreibweise beruht auf verschiedenen
(teilweise komplizierten) Ausdriicken und Regeln, die man kennen
muss, um den Lagrangeformalismus zu verstehen. Damit der
Lagrangeformalismus von Nutze ist, muss man ausserdem wissen
welche physikalische Bedeutung die verschiedenen Terme in einer
Lagrange-Dichte haben.
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Lagrangeformalismus in der Quantenfeldtheorie

Erinnerung: Lagrangeformalismus in der Klassischen
Mechanik

m Prinzip der kleinsten Wirkung:
Jedes mechanische System wird durch eine Lagrangefunktion
L(g,q,t) = L(gl,qg,...,qs, 41,42, ...,4s ,t) beschrieben.

verallgemeinerte verallgemeinerte
Koordinaten  Geschwindigkeiten

Die Bewegung eines Systems erfolgt auf solche Weise, dass das

t2
Wirkungsintegral S = [ L(q, g, t) dt minimal wird.
t1

m S wird genau dann minimal, wenn die Lagrange-Gleichungen

2 g_; — g_; =0 (i=1,2,...,5) erfiillt sind.

m Die Bewegungsgleichung fiir ein mechanisches System ergibt sich also
durch Einsetzen der Lagrangefunktion in die Lagrange-Gleichungen.
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Lagrangeformalismus in der Quantenfeldtheorie

Erinnerung: Lagrangeformalismus in der Klassischen
Mechanik

m Beispiel: Massepunkt im Potential U(7)

mL(r,v,t)= %m\'/’2 U@ (gi=r,vi=¢q,i=1,2,3)
m Einsetzen von L in Lagrange-Gleichungen:

i%_ ﬁ =0 = m\l/__aU(F)
dt v; or; - o or
—_——
=mv; au

DGI 2. Ordnung

Q|

.
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Lagrangeformalismus in der Quantenfeldtheorie

Erinnerung: Vierer-Schreibweise

Einstein Postulate:

m Aquivalenz von Inertialsystemen

m Konstanz der Lichtgeschwindigkeit

= 2t2 — x} — x2 — X2 = 2t? — X2 — x2 — x§ (Invarianzbedingung)

= Spezielle Lorentz-Transformation (boost in x3 - Richtung):

ct’ v 0 0 —iBy ct
X{ 0 1 0 0 1 x
Xé 0 01 0 - X2
x5 iBy 0 0 ~ X3
—— Beschreibung im vierdimensionalen Minkowski-Raum J
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Lagrangeformalismus in der Quantenfeldtheorie

Erinnerung: Vierer-Schreibweise!

m Tensoren nullter Stufe (Vierer-Skalare)

m Invariant unter Lorentz—Transformationzen
nzB 2= -2 —x2, 0= %—VZ

m Tensoren erster Stufe (Vierer-Vektoren)
» Kovariante, z.B. x* = (t, x1, x2, x3), p* = (E, p1, p2, P3)
» Kontravariante z.B. x,, = (t, —x1, —x2, —x3), pu = (E, —p1, —p2, —P3)

m Tensoren zweiter Stufe (als Matrizen darstellbar)
m Kovariante, z.B. der metrische Tensor

1 0 0 0

o -1 o0 0
guww =10 0o -1 o0
0 o0 0o -1

= Kontravariante, z.B. der elektromagnetische Feldstarketensor F*”
u Gemischte: F}

YIm Folgenden wird /i = ¢ = 1 gesetzt.
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Lagrangeformalismus in der Quantenfeldtheorie

Erinnerung: Vierer-Schreibweise

Rechenregeln:
= Summenkonvention: Uber zweimal vorkommende grieschische
3
Indizes wird summiert, z.B. x,, = Liwx, =L x,
v=0

m Skalarprodukt:
B (xy)=xyt zB o xuxt =ttt - — X3 — x5 =s
m Ist ein Vierer-Skalar

2

m Skalare Multiplikation und Addition von Tensoren wie bei Vektoren
und Matrizen

m Herauf- und Herunterziehen von Indizes:
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Lagrangeformalismus in der Quantenfeldtheorie

m Prinzip der kleinsten Wirkung:

Jedes Feld ¢(x) wird durch eine Lagrange-Dichte L(¢(x),d,é(x))
beschrieben. (9, = (£,V))
Die “Bewegung” eines Feldes erfolgt auf solche Weise, dass das

t2
Wirkungsintegral S = [ dt/L(g{)(x),@u(b(x)) d®x minimal wird.
t1 Y

Lagrange-Funktion

m S wird genau dann minimal, wenn die Lagrange-Gleichungen

oL oL . .
8ua(au¢(x)) ~ P00 — 0 erfiillt sind.

» Die “Bewegungsgleichung” fiir ein quantisiertes Feld (Feldgleichung)
ergibt sich also durch Einsetzen der Lagrange-Dichte in die
Lagrange-Gleichungen.
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Lagrangeformalismus in der Quantenfeldtheorie

Lagrangeformalismus in der Quantenfeldtheorie

u Beispiel 1: Freies massives Spin-1/2-Feld

® | Lpirac = &(X)(i’yﬂaﬂ - m)d)(x) mit

0
iV, = i2 ( ) o tig <_°1
1 0

= 1)(x) ist ein Dirac-Spinor bzw. Spinor-Feld

0

0
-1

0

coor
[eNel o]
l coo
_HOOOoO

[« NeNeNy
col o
Q

m Einsetzen von L in Lagrange-Gleichungen:
(iv*9,, — m)(x) = 0 (Dirac-Gleichung)
m Diracs Ansatz zur Herleitung der Dirac-Gleichung:

., O(x 0 0 0
lh%z(/hc(ala +a23 +taga- )+Bmc>¢()

H
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Lagrangeformalismus in der Quantenfeldtheorie

Lagrangeformalismus in der Quantenfeldtheorie

» Beispiel 2: Freies elektromagnetisches Feld A* = (qu,ﬁ)

| Lem = —2Fu PP | (Fuw = 8,A, — 0,A,)

m Einsetzen von L in Lagrange-Gleichungen:
OA# — 9#(9,A") = 0 (Vierer-Wellengleichung im Vakuum)
= Ableitung der Maxwell-Gleichungen (siehe Anhang)

u In klassischer Elektrodynamik umgekehrt:

Maxwell-Gleichungen werden zur Vierer-Wellengleichung
zusammengefasst (siehe z.B. Nolting Bd. 4)
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Lagrangeformalismus in der Quantenfeldtheorie

u Beispiel 3: Freies massives Vektorfeld W

Ly = —LF PP 4 1@ W, WH | (F, = 0,W, — 8,W,)

m Einsetzen von L in Lagrange-Gleichungen:
OWH — (9, W¥) + m*WH = 0 (Proca-Gleichung)

m Zusatzlicher Term aufgrund massiver Teilchen

m Proca-Gleichung nur fir m=0 (— \{ierer—WeIIengIeichung) invariant
unter Eichtransformation W#* — WH* = WH — 9t x(x):
Owr — ar(d, W) + mWH =
OWH —00"x(x) — (9, WY) + (8, 0" x(x)) + m* WH — m2 0+ x(x) =
OwW* — 0"(9, W) + m* WH —[00"x(x) + 9*(0, 0" x(x)) —m?9"x(x)

Feldgleichung fiirW* =0 zerstort”
Eichinvarianz

= Zunachst werden Teilchen als masselos angenommen
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Lagrangeformalismus im Standardmodell (ohne Higgs)

Zunachst werden Fermionen und Eichbosonen als masselos angenommen.
Die Lagrange-Dichte des Standardmodells Lgyy muss dann Terme fiir
m Fermionen v/
m Eichbosonen:
m B* v
o W (i=1,2,3) = FI" = 0" WY — "W} — gep W W™
G (j=1,..,8) = F"" =0"G/ — 0"G/" — g:fu G} G['
(Epsilon-Tensor €y, Strukturkonstanten fi)

um Kopplung der Eichbosonen an Fermionen enthalten.

Ohne Kopplung:

1 L1 ,
Lsm = ¢( )"7“8u¢(x) FWFW FW"Fiu _ZF””J'FJH
- LD|rac :‘rLB E‘ZW = zgluon
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Lagrangeformalismus im Standardmodell (ohne Higgs)

Kopplung der Eichbosonen an Fermionen

m Beispiel: Fermion v im elektromagnetischen Feld A#
w L= P(x)iv" 0, (x) —j A,
—_———

= Lpirac

mit dem Vierer-Strom j* = qib(x)y*1)(x)
m Einsetzen in Lagrange-Gleichungen:

i’y"@,ﬂﬂ(x) = q'7uAu'(/)(X)

(Dirac-Gleichung fiir Spin-1/2-Teilchen im elektrom. Feld)
= Ubliche Schreibweise:

L = P(x)iv* Dy (x)
iv*D,p(x) = 0 mit D, = 0, + iqA,, (kovariante Ableitung)
m Allgemein:
Kopplung von Vektorfeld A, mit Starke g an Fermionfeld 1)(x)
L = (x)iv"Dyyp(x) mit D, = 0, + igA,
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Lagrangeformalismus im Standardmodell (ohne Higgs)

Kopplung der Eichbosonen an Fermionen

i i .
Diy = 0" +58(mWf + ... + W) + Sg'BY +izgs(M Gl + ... + A Gf)

%g(‘r_ WE T WH)+igAk + g, ZH

(Uberlagerung von W/* und W' zu WY und WX und W' und B* zu A*
und Z*, siehe z.B. Schmiiser)

Mit Kopplung:
Lsm = ¥(x )"V“DW(X) lFWF“” 1FW,F‘“‘” iFw,ij‘“ mit
Dt = 0"+ g (T- Wi+, W“)+iqA“+gzZ#+i§gs()\1 Gl'+...+ s GY')

— Es fehlen noch Terme der Form m(x)y(x) und $m?W, W* fiir die
Massen von Fermionen und Bosonen.

Niklas Pietsch (DESY / Uni Hamburg) 15 / 33



Lagrangeformalismus im Standardmodell (mit Higgs)

Lagrangeformalismus im Standardmodell (mit Higgs)

Die Massen von Fermionen und Bosonen werden durch Wechselwirkung
mit dem Higgs-Feld im Grundzustand erklart. Die Lagrange-Dichte des
Standardmodells muss dann Terme fiir

» Fermionen v/
Eichbosonen v/

Kopplung der Eichbosonen an Fermionen v/

|
|
m Higgs
m Kopplung des Higgs an Eichbosonen
|

Kopplung des Higgs an Fermionen
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Higgs-Feld und Kopplung des Higgs an Eichbosonen

Einfiihrung zweier komplexer Spin-0 Felder ¢ = ¢ + i¢3 und
o = 6] + 0}

Liiges = (0,®)(0*®) — V(1) mit

® = (6,07 und V(dTd) = —p2dtd + \2(dfd)?

Kopplung an Eichbosonen: 9* — D#

Litiggs = (D, ®)(D*®) — p2dTd + A2(T )2

Nach Wabhl eines Grundzustandes ®¢ = % (8) (mit v = &) von ¢ (—

spontane Symmetriebrechung) und einer Eichtransformation: Lyiges =
L 22, 18°V2 )2 pp2y L
S0 0)(0un) — 127 + S E (W + W)+

TV Ve
Higgs-Feld und W4 und W_ Z Masseterm
Higgs Massenterm Massenterme

v ey 02
2 1g'B" —gWs|

.
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Lagrangeformalismus im Standardmodell (mit Higgs)

Kopplung des Higgs an geladene Fermionen

Yukawa-Kopplung fiir Leptonen:

® Lygkawa = & [I_? (o L) + (L o) R] mit der Kopplungskonstanten g und
den Isospindubletts L und -singuletts R.

m Proportional zur Masse
— d.h. vor allem an Tau

m 3 verschiedene Kopplungskonstanten

= Im Grundzustand des Higgs-Feldes &g = 1/v/2(0,v)" z.B.

o= () (2)+(2) )

= gv|égre+ Eeg]

Yukawa-Kopplung fiir Quarks (siehe z.B. Barger/Phillips)
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Lagrangeformalismus im Standardmodell (mit Higgs)

Lagrange-Dichte fiir das Standardmodell

Nach elektroschwacher Symmetriebrechung und im Grundzustand des

Higgs-Feldes:
- 1 o1 L1 )
LSM — y(X)IVMD#w(Xz_ZF;wF# _ZF;wiF,'N _ZFMVJFJ:M = LYukawa
= zgirac b Y S o 7N ~~ ” Fermion
= Lp = Ly = LGluon Massen-
terme
1 1g2%v? 1v2
5@ )(0un) — pPn® + 5= (WP + W) + 5 g/ B" — gWf|
2 2 4 L 24 _
Higgs-?:;ld und Wy uT:d Ww_ V4 Ma;geterm
Higgs Massenterm Massenterme
Dt = '+ g(T- Wit WH)+igAl +g, 7% +5gs(M Gl +...+ As G

v
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Lagrangeformalismus im Standardmodell (mit Higgs)

Diskussion

m Kinetische Terme:
Enthalten Vierergradienten der Felder, z.B.

D(x)7"0utb(x), (0uAL)(0"A”) und (8"1)(D,un)

Fermion-Feld elektrom. Feld Higgs-Feld

u Wechselwirkungsterme:
Elementare Feynman-Graphen direkt ablesbar

8s = g -
— PGy — Sy W
2 V2 ~
aus Term mit Feldstirke Tensor ablesbar;

aus Lpiac mit kovarianter Ableitung Selbsty\lechselwirkung von .Eichbospnen
nur in nicht-abelschen Eichtheorien
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Lagrangeformalismus im Standardmodell (mit Higgs)

Diskussion

» Massenterme:
Enthalten Felder ins Quadrat

qr qL Wy Wy

lg
2 4

aus Ljggs mit
kovarianter Ableitung

gv[ere+ Eer| \W”\z
—_—

Yukawa-Kopplung mit
Higgs-Feld im Grundzustand

m Kopplung an Higgs-Feld:

i o
i 2"
Yukawa-Kopplung 77
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Lagrangeformalismus in der Supersymmetrie (ohne Brechung)

Supersymmetrie
m Invarianz gegenuber globaler SUSY-Transformation
Q | Boson) =| Fermion), @ | Fermion) =| Boson)
u Superpartner von | Q): Zustinde | Q) = (...Q +...Q") | Q) (?77)
» Supermultiplett: Enthalt | Q) und Superpartner
» Fiir “realistische” Theorien erfiillen @ und QT die SUSY-Algebra:

{Q.Q" =P (1)
{Qe}={Q"Q"}=0 (2)
{P".Q}={P".Q"} =0 (3)

= Die Anzahl von fermionschen und bosonischen Freiheitsgraden in
jedem Supermultiplett muss gleich sein J
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Lagrangeformalismus in der Supersymmetrie (ohne Brechung)

Minimales Supersymmetrisches Standard Modell

‘ ‘ SM particle  Spin ‘ Sparticle  Spin ‘

Leptons, Sleptons | ¢, e 1/2 | &, 8ér 0
Ve,lyVe,R ]-/2 Z“/‘e,La’;e,R 0

Quarks, Squarks | u;, ug 1/2 | oy, 0R 0
di,dg 1/2 | dp,dr 0

Gluon, Gluino | g 1 | g 1/2
W-boson, Wino | W®3 1| W3 1/2
B-boson, Bino | B 1 B 1/2
Higgs, Higgsino | HO, HY 0 | HY HY 1/2
Hi, Hy 0 | Hf, H; 1)2

Graviton, Gravitino | G 2 | G 2/3
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Lagrangeformalismus in der Supersymmetrie (ohne Brechung)

Supersymmetrische Lagrange-Dichte
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Sparticle-Felder

m Sfermion-Felder ¢:

m 2 Freiheitgrade — 2 reelle masselose skalare Felder
(= 1 komplexes masseloses skalares Feld)

u LSfermion = _a'ud)*aud) + F*F,
Hilfsfeld

m Gaugino-Felder \:

m 2 Freiheitgrade — 1 masseloses Spin-1/2-Feld mit 2 Freiheitgraden
(Weyl-Spinor)
[ LGaugino = —i)\TW‘aM)\ + % D*D
Hilfsfeld

» Zweites Higgs-Dublett: Wie im SM (siehe Folie 17)
= Higgsino-Felder: Spin-1/2/-Felder
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Lagrangeformalismus in der Supersymmetrie (ohne Brechung)

Supersymmetrische Lagrange-Dichte

Vor elektroschwacher Symmetriebrechung:

LMSSM - _inaﬂuDﬂdj _%FMVFMV _%FuuiFi/’W _%Fﬂuj,:ﬁll
= Lpirac h EYB o ETW B = z;uon g
+$D“¢1’2)(Dﬂ¢1’2) . “%,2(1)1,2(])1,2 + A%’2(¢1,2¢172)i+ (R T
Higg;T:elder ’l\:;learggj
terme

1
—01¢* 0,6 + F*F — iATG O, + 507D +Luiggsino it

Lsfermion LGV
augino

Dt = 0+ g (T- Wi+T, W) +igA' +g, 2" +i58,(M Gf +...+- s Gf)

— Im MSSM werden SM-Fermionen nicht durch dirac-spinoren, sondern
durch Weyl-Spinoren beschrieben
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Lagrangeformalismus in der Supersymmetrie (ohne Brechung)

Kopplungsterme

» Kopplung der Sfermionen, Gauginos (und des zweiten Higgs-Dubletts
und der Higgsinos) an die Eichbosonen: 0* — DH
Aus der SUSY-Agebra folgt:
Sfermionen und Gauginos haben dieselben Eichquantenzahlen
wie ihre SM-Superpartner und koppeln daher genauso wie diese
an die Eichbosonen!

Gluon- und Gluino-Produktion am Photon-Top-Top- und Photon-Stop-Stop Vertex
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Lagrangeformalismus in der Supersymmetrie (ohne Brechung)

Kopplungsterme

» Kopplung zwischen Sfermionen und Gauginos/Fermionen:
Yukawa-Kopplung

Ho °

Higgs-top-top Higgsino-stop-top

m Kubische und di-quadratische Kopplung von Sfermionen

Di-quadratische Kopplung von Sfermionen
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Lagrangeformalismus in der Supersymmetrie (ohne Brechung)

Kopplungs- und Massenterme

m Zusatzliche Kopplungen: Skalar-Fermion-Gaugino-Kopplungen

“Wino"-Zerfall in Selektron und Neutrino

m Sfermion-Massenterme:

Terme der Form m?¢? (wie der Higgs Massenterm, siehe Folie 17)

m Gaugino-Massenterme
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Lagrangeformalismus in der Supersymmetrie (ohne Brechung)

Supersymmetrische Lagrange-Dichte

Die verschiedenen Terme werden wie folgt zusammengefasst:

u Fermionen: Fermion-Felder und Higgsino-Felder (?) mit Kopplung an
Eichfelder iiber D*

m Eichfelder: W-Boson, B-Boson und Gluon-Felder

m Skalare: Fermion-Felder und Higgs-Felder mit Kopplung an Eichfelder
uber D

m Gauginos: Gaugino-Felder mit Kopplung an Eichfelder iber D*

m Skalares Potential: Skalare Kopplungen, Skalare Massenterme,
F-Terme, D-Terme

m Yukawa-Kopplung: Yukawa-Kopplungen, Fermion Massenterme und
Gaugino Massenterme

m Zusatzliche Kopplungen
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Lagrangeformalismus in der Supersymmetrie (ohne Brechung)

Supersymmetrische Lagrange-Dichte

Vor elektroschwacher Symmetriebrechung:

i 1 =
Lussw = —iv15" Dy —2 Fi, F# —D"¢* Dot — iNG" DA +
\W_/ \ — J/ [\ — 2
.y Skalare Gauginos
Eichfelder

Fermionen

LSkaIares Potential T LYukawa + LZuséiinche Kopplungen mit

Dt = '+ g (- Wi+T, WH)+igA!+g, 2" +i38(M Gl +...+As G )
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Lagrangeformalismus in der Supersymmetrie (ohne Brechung)

Ein Wort noch zu ...

. Supersymmetrie-Brechung:

Skalare und Gauginos erhalten Massen, wenn eines der Hilfsfelder
einen nicht-verschwindenden Vakuum-Erwartungswert hat (Analogon
im SM: Higgs-Mechanismus)

m ... Mischungen:

Die SUSY-Lagrange-Dichte enthalt Terme, wie z.B. —g \V} )\B szo

(Bino-Higgsino-Vertex?), die keine physikalische Bedeutung haben.
Durch Diagonalisierung von Mischungs-Matrizen gelangt man zu
Termen, die nur noch Felder ins Quadrat enthalten. Diese Felder sind
Uberlagerungen der “alten” Felder.

Links- und rechtshandige Sfermionen iiberlagern zu Eigenzustanden
verschiedener Massen. Bino, neutrales wino und die neutralen
Higgsinos liberlagern zu den Neutralinos, geladene Winos und
geladene Higgsinos zu den Charginos.
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Zusammenfassung

Zusammenfassung

m In der supersymmetrischen Lagrange-Dichte kommen vier Arten von
Feldern vor:

m Fermion-Felder ¢ (inkl. Higgsino-Felder)
m Eichfelder A*

m Skalare Felder ¢

» Gaugino-Felder A

m Kinetische Terme enthalten Vierergradienten der Felder

m Nach der Diagonalisierung von Mischungs-Matrizen sind mogliche
Wechselwirkungen direkt ablesbar. Terme, die quadratisch in den
Feldern sind, sind dabei Massenterme.
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Anhang

Maxwell-Gleichungen im Vakuum (e, = 1, = 1)?

Fir 0,A” = %Ao + VA = 0 (Lorentz-Eichung):

0? .
0 _ 0 0 _ 0 _
n 0A=0= WA —VVA —0:>V(—gradA—a )=0
~—— ~
=—4 VA =E

mrotE = —rotgradAo—%rotA:O = rotE+B=0
— N
=0 =B

m divrotA=0

wOA=0=>ZA-V VA =0|= -

__ 90 a0
- E)tA

(277)

Sl
mu
I
o

?Ausserdem wird €o = o = 1 gesetzt (Heavyside-Lorentz-Einheiten).
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