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INTRODUCTION	  	  
Consistency	  of	  low-‐energy	  effec>ve	  field	  theories	  



EFFECTIVE	  FIELD	  THEORIES	  &	  CONSISTENCY	  

•  Start	  with	   and	   .	  
•  Effec>ve	  theory	   by	  consistency	  in	  UV.	  
• Understand	   from	  UV.	  

in	  return.	  

Low-‐energy	  physics	  from	  UV	  theory	  



GOALS	  OF	  THIS	  TALK	  
Consistency	  of	  effec>ve	  physics	  in	  4D	  F-‐theory	  compac>fica>ons	  

	  

•  Calcula>on	  of	   on	  compact	  fourfolds.	  
	  in	  4D	  F-‐theory.	  

•  Construc>on	  of	   in	  4D	  F-‐theory.	  

Points	  addressed:	  

•  Rela>ons	  between	   .	  
•  Anomaly	  constraints	  	  	  	  	  	  	   	  

in	  concrete	  cases.	  

Results:	  



GOALS	  OF	  THIS	  TALK	  

as	  
star>ng	  point	  for	  dimensional	  reduc>on	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  formulate	   	  

•  Address	   	  

Complica>ons	  to	  obtain	  4D	  F-‐theory	  effec>ve	  ac>on:	  	  

Weak	  coupling	  limit	  Type	  IIB	  with	  D7+O7:	  	  
[Many	  works,…,	  Plauschinn]	  



REVIEW	  OF	  ANOMALIES	  	  
Anomalies	  and	  the	  Green-‐Schwarz	  mechanism	  



Anomalies	  in	  field	  theory	  and	  gravity	  
•  Anomaly	  is 	  

	  
–  Viola>on	  of	  current	  conserva>on	  law	  at	  one	  loop	  
–  One-‐loop	  exact	  
–  Anomalies	  of	   	  
	  

•  Consider	  here:	  four-‐dimensional	  gauge	  theory	  coupled	  to	  gravity	  

–  Gauge	  group	  
•  Non-‐Abelian	  group	  	  	  	  	  	  	  (product	  of	  simple	  groups)	  

–  Le_-‐chiral	  Weyl	  fermions:	  
	  	  	  	  	  	  	  	  under	  	  

•  U(1)-‐charges	  	  	  	  	  	  	  	  	  under	  	  	  	  	  	  	  	   	  

	  

Triangle	  	  
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•  Anomaly	  polynomial:	  only	   	  

	  
	  

–  Gauge	  and	  regulator	   (charact.	  class)	  
–  Regulator-‐dep.	  gauge	   	  

•  Four	  qualita>vely	   :	  

(A)	  Pure	  anomalies	  
–  non-‐Abelian	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  :	  

–  Abelian	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  :	  

(B)	  Mixed	  anomalies	  
–  Abelian/non-‐Abelian	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  :	  

–  Abelian/gravita>onal	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  :	  
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•  Anomaly	  polynomial:	  only	   	  
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Generalized	  Green-‐Schwarz	  mechanism	  	  
1.  Green-‐Schwarz	  counter	  term:	   for	  axions	  

2.  Gaugings	  of	  axions:	   	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  ,	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  determines	  gauged	  symmetry	  
	  
	  
	  
	  
	  

	   	   	   	   	   	   	  	  
	  

Abelian:	  Not	  factorizable	  	  	  	  	  	  	  	  	   	  	  Abelian/non-‐Abelian:	  	  	  
Abelian:	  	  	  	   	   	   	   	   	   	  	  Abelian/gravita>onal:	  	  	  	  

•  Anomalous	  varia>on	  of	  	  	  	  	  	  	  	  	  .	  
Green-‐Schwarz-‐mechanism	  
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F-‐THEORY	  AS	  M-‐THEORY	  
An	  introduc>on	  
	  



•  F-‐theory	  is	  geometric	   	  formula>on	  of	  Type	  IIB	  
compac>fica>on	  on	  B3:	  invariant	  object	  is	  

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	   of	  T2	  (auxiliary)	  over	  B3.	  
	  

:	  

in	  co-‐dim.	  one	  on	  	  	  	  	  	  	  in	  	  B3	  	  ( ).	  
	  in	  co-‐dim.	  two	  on	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  in	  B3	  ( ).	  

	  on	  	  (G4-‐flux)	  induces	  4d	  mafer	  
	  

	  
	  

–  Gauge	  group	  	  	  	  	  	  	  	  and	  4D	  mafer	  in	  representa>ons	  of	  	  	  	  	  	  .	  
	  
	  

	  
	  

[Vafa;	  Review:	  Denef]	  

X4

[Katz,Vafa]	  

S
S \ S0 [Morrison,Vafa,I&II;	  Many	  works]	  

bG

Four-‐dimensional	  N=1	  effec>ve	  theory	  specified	  by	  fourfold	  	  	  	  	  	  	  	  .	  	  X4

F-‐theory	  via	  Type	  IIB:	  Basic	  ingredients	  

bG

[wikipedia]	  



F-‐Theory	  via	  M-‐theory:	  Basic	  idea	  
•  12-‐dimensional	   	  
•  M-‐theory	  on	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  is	  F-‐theory	  on	  	  	  	  	  	  

	  

–  A-‐cycle:	  
	  	  
	  

–  B-‐cycle:	  	  
	  
	  

•  F-‐theory	  limit	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  :	  grow	  10th	  dimension	  in	  Type	  IIB	  
	  

rB	  
B-‐cycle	  

T 2
A-‐cycle	  

rA	  

T 2 ⇥M9 S1 ⇥M9

M-‐theory	  circle	  	  
radius	  rA	  

Type	  IIA	  	  
string	  coupling	  gIIA	  

T-‐duality	  circle	  	  
radius	  rA/rB	  

Type	  IIB	  	  
string	  coupling	  gIIB	  

vol(T 2
) = rA · rB ! 1

	  (more	  generally	  to	  axio-‐dilaton)	  



F-‐Theory	  via	  M-‐theory:	  Details	  
Generaliza>on	  to	   :	  

	  
	  

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Study	  F-‐theory	  effec>ve	  ac>on	  in	  3D	  M-‐theory	  	  
	  

has	   :	  
–  VEV	  to	  Coulomb	  branch	  scalars	  in	  F-‐theory	  
–  Resolu>on	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  in	  M-‐theory	  
	  

M-‐theory	  on	  	  	  	  	  	  	  	  	  =	  F-‐theory	  on	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  .	  X4 ⇥ S1X4

bG ! U(1)rank(
bG)

Massive	  states	  in	  M-‐theory	  and	  F-‐theory	  	  

M-‐theory	  on	  resolved	  	  	  	  	  	  	  	  :	   F-‐theory	  on	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  :	  
M2-‐branes	  on	  resolu>on	  	  	  	  	  	  	  	  	  over	  	   massive	  W-‐bosons	  	  
M2-‐branes	  on	  resolving	  	  	  	  	  	  	  	  	  over	  	   massive	  charged	  mafer	  
M2-‐branes	  on	  ellip>c	  fiber	  +	  	   Kaluza-‐Klein	  states	  of	  mafer	  	  

X4 ! X̂4

X̂4 X4 ⇥ S1

P1’s

P1’s

S

S \ S0

P1’s

P1



F-‐Theory	  via	  M-‐theory:	  Details	  
•  M-‐theory	  on	   	  	  	  	  	  	  	  :	   	   	  

	  	  	  	  	  	  	  membrane	  states	  automa>cally	  integrated	  out.	  

•  F-‐theory	  on	  3D	  Coulomb	  branch:	  
Match	  of	   	  on	  Coulomb	  branch:	  	  	  	  	  

	  
	  
•  Address	  ques>ons	  about	   :	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Relevance	  of	  integra>ng	  out	  massive	  states!	  
	  

	  

3D	  N=2	  gauge	  theory	  on	  Coulomb	  branch,	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	   	  

M-‐theory/11D	  SUGRA	  on	  	  	  	  	  	  	  .	  	  

Resolved	  fourfold	  	  	  	  	  	  ,	  G4-‐flux	  

Classical	  
reduc>on	  

U(1)rank(
bG)

X̂4

X̂4

F-‐theory	  on	  	  	  	  	  	  	  	  .	  	  

4D	  N=1	  SUGRA,	  gauge	  group	  G,	  
massless	  mafer	  in	  rep.	  R	  	  

S1-‐reduc>on	  
+integrate	  out	  

X̂4X4



ANOMALIES	  IN	  4D	  F-‐THEORIES	  
The	  3D	  Coulomb	  branch	  and	  geometric	  rela>ons	  on	  ellip>c	  fourfolds	  



The	  program	  

•  the	   	  realized.	  
and	   :	  anomalies.	  

and	   :	  GS-‐mechanism.	  

Agenda	  for	  study	  of	  anomaly	  cancela>on	  in	  F-‐theory	  

Physical	  data	  encoded	  in	  key	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  (new	  divisors)	  	  and	  	   (new	  forms).	  G4X̂4

Spin-‐Off:	  Learn	  something	  about	   	  in	  F-‐
theory	  from	  Abelian	  and	  mixed	  anomalies.	  

In	  a	  given	  F-‐theory	  fourfold	  	  	  	  	  	  	  	  
	  

X̂4



Gauge	  symmetry	  on	  resolved	  fourfolds	  
Structure	  of	  resolved	  fourfolds	  	  	  	  	  	  	  	  	  for	  M-‐/F-‐theory	  compac>fica>ons	  

•  Divisors	  and	  forms:	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  ,	  

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  

1.  Non-‐Abelian	  gauge	  group:	  from	  new	  divisors	  	  	  	  	  	  	  	  	  

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  

2.  Abelian	  U(1)-‐factors:	  from	  new	  divisors	  

	  

	  

•  Mathema>cal	  origin	  of	  U(1)’s:	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  obtained	  from	  
of	  	  	  	  	  	  	  	  	  via	  Shioda	  map.	  

	  

X̂4

X̂4

DA = (B,D↵, Di, Dm) !A = (!0,!↵,!i,!m)

Di

Di ·Dj ·D↵ ·D� = �CijS(G) ·B ·D↵ ·D�

Base	  B,	  ver>cal	  divisors	  (inherited)	   New	  resolu>on	  divisors	  
i = 1, . . . , rank(G)

Dm ·Dn ·D↵ ·D� = ��mnS
U(1)
m ·B ·D↵ ·D�

m = 1, . . . , nU(1)

Dm

Dm
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Structure	  of	  resolved	  fourfolds	  	  	  	  	  	  	  	  	  for	  M-‐/F-‐theory	  compac>fica>ons	  

•  Divisors	  and	  forms:	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  ,	  
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•  Mathema>cal	  origin	  of	  U(1)’s:	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  obtained	  from	  
of	  	  	  	  	  	  	  	  via	  Shioda	  map.	  

	  

X̂4

X̂4

DA = (B,D↵, Di, Dm) !A = (!0,!↵,!i,!m)

Di

Di ·Dj ·D↵ ·D� = �CijS(G) ·B ·D↵ ·D�

Divisor	  wrapped	  by	  rank(G)	  7-‐branes	  Cartan	  matrix	  of	  G	  

Base	  B,	  ver>cal	  divisors	  (inherited)	   New	  resolu>on	  divisors	  
i = 1, . . . , rank(G)

Dm ·Dn ·D↵ ·D� = ��mnS
U(1)
m ·B ·D↵ ·D�

m = 1, . . . , nU(1)

Dm
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of	  	  	  	  	  	  	  	  via	  Shioda	  map.	  

	  

X̂4

X̂4

DA = (B,D↵, Di, Dm) !A = (!0,!↵,!i,!m)

Di

Di ·Dj ·D↵ ·D� = �CijS(G) ·B ·D↵ ·D�

Divisor	  wrapped	  by	  rank(G)	  7-‐branes	  Cartan	  matrix	  of	  G	  

Divisor	  wrapped	  by	  Abelian	  7-‐brane	  No	  kine>c	  mixing	  

Base	  B,	  ver>cal	  divisors	  (inherited)	   New	  resolu>on	  divisors	  
i = 1, . . . , rank(G)

Dm ·Dn ·D↵ ·D� = ��mnS
U(1)
m ·B ·D↵ ·D�

m = 1, . . . , nU(1)

Dm

Dm



Iden>fica>on	  of	  Green-‐Schwarz-‐terms	  
Green-‐Schwarz	  terms	  are	   	  
1.  7-‐brane	  gauge	  coupling	  func>ons:	   of	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  ,	  

2.  Curvature	  couplings:	  (from	  comparison	  to	   )	  

	  

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
	  
•  Gaugings	  of	  	  	  	  	  	  involves	   :	  G4-‐flux.	  

SU(1)
(m)

S(G)

• A	  
• a	  

GS-‐term	  with	  gauge	  fields	  

+b↵mn⇢↵F
m ^ Fn

• A	  
• a	  

Expansion	  of	  7-‐brane	  divisors	  

S(G) = b↵(G)D↵

SU(1)
(m) �mn = b↵mnD↵Ab.	  7-‐branes:	  

	  Non-‐Ab.	  7-‐branes:	  

• A	  

Canonical	  class	  of	  base	  	  

KB = [�c1(B)] = a↵D↵ • A	  

GS-‐term	  with	  Riemann2	  
Z

a↵⇢↵trR
2

Z
b↵(G)⇢↵trf (FG ^ FG)

⇢↵



	  vacuum	  expecta>on	  value	  of	  field	  strength	  	  

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  -‐	  Locally:	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  -‐	  quan>zed	  
•  Consider	   of	  the	  form	  (ver>cal	  flux)	  

G4-‐fluxes	  in	  M-‐theory	  induce	   	  
1.  3D	  Cherns-‐Simons	  terms:	  	  

–  Have	  to	  require	  some	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	   with	  unbroken	  group	  	  	  	  	  .	  

2.  Gaugings	  of	  axions:	  most	  importantly	  of	  	  	  	  	  	  	  	  for	  GS-‐mechanism	  

G4-‐flux	  on	  resolved	  fourfolds	  for	  F-‐theory	  	  

G4 = hdC3i

G4 = mAB!A ^ !B

S3D
CS =

Z
1

2
⇥ABA

A ^ FB ⇥AB =

Z

X̂4

G4 ^ !A ^ !B

D⇢↵ = d⇢↵ +⇥↵mAm
U(1)

⇢↵

⇥AB = 0 G

G4

[Grimm;Grimm,Kerstan,PalZ,Weigand]	  

[Wi\en]	  

[Greene,Morrison,Plesser]	  

[Haack,Louis]	  



•  Determina>on	  of	  F-‐theory	  chiral	  index	  from	  M-‐theory:	  	  
	  

:	  massive	  chiral	  mafer,	  no	  CS-‐terms.	  

4D	  Chirality	  from	  3D	  CS-‐terms	  

4D	  F-‐theory	  from	  	  	  	  	  	  	  .	  

4D	  massless	  chiral	  mafer	  in	  R	  	  
S1-‐	  

reduc>on	  

M-‐theory	  on	  resolved	  	  	  	  	  	  .	  	  

11D	  SUGRA,	  	  	  	  	  	  -‐flux	  	  

reduc>on	  

	  	  3D	  N=2	  theory	  on	  Coulomb	  branch	  

•  3D	  massive	  charged	  mafer	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
•  No	  3D	  CS-‐terms	  classically	  

•  No	  3D	  mafer	  
	  	  	  	  integrated	  out	  automa>cally	  	  
•  3D	  CS-‐terms	  classically	  

X4 X̂4

G4

⇥cl.
⌃⇤ = 0 ⇥cl.

⌃⇤

= ⇥flux

⌃⇤

m = ⇣⇤ · q⇤



:	  one-‐loop	  effec>ve	  ac>on	  

	  
•  Determine	   for	  general	  gauge	  groups	  

4D	  Chirality	  from	  3D	  CS-‐terms	  

3D	  N=2	  theory	  on	  Coulomb	  branch:	  

•  3D	  massive	  charged	  mafer	  
	  	  	  	  	  	  	  integrate	  out	  by	  hand	  
•  3D	  CS-‐terms	  at	  one	  loop	  

•  No	  3D	  mafer	  	  
	  	  	  	  	  integrated	  out	  automa>cally	  	  
•  3D	  CS-‐terms	  classically	  

⇥loop

⌃⇤

= 1

2

X

R

n(R)
X

q2R

q
⌃

q
⇤

sign(q · ⇣) ⇥cl.
⌃⇤

= ⇥flux

⌃⇤

[Grimm,DK]	  

[Grimm,Hayashi]	  
Form	  of	  loop-‐correcZon:	  
[Aharony,Hanany,Intriligator,Seiberg,Strassler]	  



:	  one-‐loop	  effec>ve	  ac>on	  

•  Determine	   for	  general	  gauge	  groups	  

4D	  Chirality	  from	  3D	  CS-‐terms	  

3D	  N=2	  theory	  on	  Coulomb	  branch:	  

•  3D	  massive	  charged	  mafer	  
	  	  	  	  	  	  	  integrate	  out	  by	  hand	  
•  3D	  CS-‐terms	  at	  one	  loop	  

•  No	  3D	  mafer	  	  
	  	  	  	  	  integrated	  out	  automa>cally	  	  
•  3D	  CS-‐terms	  classically	  

⇥loop

⌃⇤

= 1

2

X

R

n(R)
X

q2R

q
⌃

q
⇤

sign(q · ⇣) ⇥cl.
⌃⇤

= ⇥flux

⌃⇤

U(1)rk(G) ⇥ U(1)nU(1)Charges	  under	  

[Grimm,DK]	  

[Grimm,Hayashi]	  



:	  one-‐loop	  effec>ve	  ac>on	  

•  Determine	   for	  general	  gauge	  groups.	  

4D	  Chirality	  from	  3D	  CS-‐terms	  

3D	  N=2	  theory	  on	  Coulomb	  branch:	  

•  3D	  massive	  charged	  mafer	  
	  	  	  	  	  	  	  integrate	  out	  by	  hand	  
•  3D	  CS-‐terms	  at	  one	  loop	  

•  No	  3D	  mafer	  	  
	  	  	  	  	  integrated	  out	  automa>cally	  	  
•  3D	  CS-‐terms	  classically	  

⇥loop

⌃⇤

= 1

2

X

R

n(R)
X

q2R

q
⌃

q
⇤

sign(q · ⇣) ⇥cl.
⌃⇤

= ⇥flux

⌃⇤

[Braun,Collinucci,Valandro;Marsano,Schaefer-‐
Nameki;Krause,Mayrhofer,Weigand;Grimm,Hayashi]	  

Z

SR

G4 = �(R) ,	   SR =Mafer	  surface	  SU(5),	  SU(5)xU(1)	  
Agreement	  with:	  

[Grimm,DK]	  

Related:	  [Esole,Yau]	  

[Grimm,Hayashi]	  
Form	  of	  loop-‐correcZon:	  
[Aharony,Hanany,Intriligator,Seiberg,Strassler]	  



Explicitly:	  
	  

1.  Ellip>c	  fourfold	  with	  SU(5)-‐singularity	  over	  	  
–  Non-‐factorizable	  non-‐Abelian	  anomaly:	  No	  GS-‐mechanism	  

	  for	  allowed	  fluxes.	  

2.  Ellip>c	  fourfold	  with	  SU(5)xU(1)-‐singularity:	  
–  Non-‐factorizable	  non-‐Abelian	  anomaly	  canceled	  automa>cally.	  
–  All	  mixed	   by	  GS-‐mechanism.	  

Generally:	  
•  Anomaly	  cancela>on	  implies	  

–  Implicit	  and	  hard	  to	  check	  because	  of	  loop-‐formula.	  	  
•  Proof	  of	  anomaly	  cancela>on	  for	  Abelian-‐gravita>onal	  anomaly.	  

Checks	  of	  F-‐theory	  anomaly	  cancela>on	  

�(10) + �(5) = 0

B3 = Bl
x

(P3), P1 ⇥ P2

B3 = Bl
x

(P3)

[Grimm,DK,CveZc]	  



•  3D	  Chern-‐Simons	  terms	  sensi>ve	  to	   	  
•  Dis>nguished	  geo 	  
	  
	  
	  

1.  Interpreta>on	  in	  F-‐theory	  
	  and	   :	  

in	  S1-‐reduc>on:	  one-‐loop	  effect	  

2.  Non-‐vanishing	  in	  M-‐theory:	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  ,	  	  	  
	  	  	  

•  Generated	  by	  loops	  of	  graviphoton	  A0-‐charged	  states	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	   	  of	  4D	  charged	  mafer.	  	  
	  
	  
	  
	  

Abelian-‐gravita>onal	  anomaly	  cancela>on	  
from	  M-‐/F-‐theory	  duality	  	  

S(3D)
CS = 1

2

Z
⇥0mA0 ^ Fm

⇥0m =

Z

X̂4

!0 ^ !m ^G4 = 1
2

Z

X̂4

c1(B3) ^ !m ^G4 = � 1
2a

↵⇥↵m

ds24D = r2(dy �A0)2 + ds23d

C3 � A0 ^ !0 +Am ^ !m

[Grimm,DK,CveZc]	  

Relevance	  of	  KK-‐states	  in	  6D/5D:	  [Boneb,Grimm,Hohenegger]	  



•  3D	  Chern-‐Simons	  terms	  sensi>ve	  to	   	  
•  Dis>nguished	  geo 	  
	  
	  
	  

1.  Interpreta>on	  in	  F-‐theory	  
	  and	   :	  

in	  S1-‐reduc>on:	  one-‐loop	  effect	  

2.  Non-‐vanishing	  in	  M-‐theory:	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  ,	  	  	  
	  	  	  

•  Generated	  by	  loops	  of	  graviphoton	  A0-‐charged	  states	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	   	  of	  4D	  charged	  mafer.	  	  
	  
	  
	  
	  

Abelian-‐gravita>onal	  anomaly	  cancela>on	  
from	  M-‐/F-‐theory	  duality	  	  

S(3D)
CS = 1

2

Z
⇥0mA0 ^ Fm

!0 = [B] + 1
2c1(B3)

⇥0m =

Z

X̂4

!0 ^ !m ^G4 = 1
2

Z

X̂4

c1(B3) ^ !m ^G4 = � 1
2a

↵⇥↵m

ds24D = r2(dy �A0)2 + ds23d

C3 � A0 ^ !0 +Am ^ !m

Subtlety	  

[Park;	  	  
Grimm,Savelli]	  

[Grimm,DK,CveZc]	  

Relevance	  of	  KK-‐states	  in	  6D/5D:	  [Boneb,Grimm,Hohenegger]	  



for	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  from	  F-‐theory:	  

	  
	  

•  Diagramma>c:	  4D	  triangle	  diagram	  	  	  	  	  	  	   	  

	  

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
•  Iden>fy	   :	  

Abelian-‐gravita>onal	  anomaly	  from	  Kaluza-‐Klein	  states	  
⇥0m

	  	  	  	  	  	  

Dµ n = (@µ + iq⇤A
⇤
µ + inA0

µ) n

 (x, y) =
X

n

 n(x)e
iyn

1
3

X

q

n(q)qm = a↵⇥↵m

1)  3D	  loop	  of	  Kaluza-‐Klein	  states	  =	  4D	  Abelian-‐gravita>onal	  anomaly	  
2)  Iden>fica>on	  with	  M-‐theory	  result	  	  	  	  	  	  	  	   .	  
	  

for	  each	  KK-‐state	  

L(3D)
KK =

1X

n=�1

h
�i ̄n�

aẽµaDµ n +  ̄n�
3(
n

r
+ q · ⇣) n

i

⇥loop

0m =
1

2

X

f

1X

n=�1
n qfm sign

�
⇣ · qf +

n

r

�
= � 1

12

X

q

n(q)qm

[Grimm,DK,CveZc]	  



for	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  from	  F-‐theory:	  

	  
	  

•  Diagramma>c:	  4D	  triangle	  diagram	  	  	  	  	  	  	   	  

	  

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
•  Iden>fy	   :	  

Abelian-‐gravita>onal	  anomaly	  from	  Kaluza-‐Klein	  states	  
⇥0m

A0-‐charge	  q0=n	  

-‐func>on	  regulariza>on	  

	  	  	  	  	  	  

Dµ n = (@µ + iq⇤A
⇤
µ + inA0

µ) n

 (x, y) =
X

n

 n(x)e
iyn

1
3

X

q

n(q)qm = a↵⇥↵m

1)  3D	  loop	  of	  Kaluza-‐Klein	  states	  =	  4D	  Abelian-‐gravita>onal	  anomaly	  
2)  Iden>fica>on	  with	  M-‐theory	  result	  	  	  	  	  	  	  	   .	  
	  

for	  each	  KK-‐state	  

L(3D)
KK =

1X

n=�1

h
�i ̄n�

aẽµaDµ n +  ̄n�
3(
n

r
+ q · ⇣) n

i

⇥loop

0m =
1

2

X

f

1X

n=�1
n qfm sign

�
⇣ · qf +

n

r

�
= � 1

12

X

q

n(q)qm

Kaluza-‐Klein	  mass	  

⇣
[Grimm,DK,CveZc]	  



for	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  from	  F-‐theory:	  

	  
	  

•  Diagramma>c:	  4D	  triangle	  diagram	  	  	  	  	  	  	  

	  

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
•  Iden>fy	   :	  

Abelian-‐gravita>onal	  anomaly	  from	  Kaluza-‐Klein	  states	  
⇥0m

	  	  	  	  	  	  

Dµ n = (@µ + iq⇤A
⇤
µ + inA0

µ) n

 (x, y) =
X

n

 n(x)e
iyn

1
3

X

q
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L(3D)
KK =

1X

n=�1

h
�i ̄n�

aẽµaDµ n +  ̄n�
3(
n

r
+ q · ⇣) n

i

3D	  vertex	  

1)  3D	  loop	  of	  Kaluza-‐Klein	  states	  =	  4D	  Abelian-‐gravita>onal	  anomaly	  
2)  Iden>fica>on	  with	  M-‐theory	  result	  	  	  	  	  	  	  	   .	  
	  

3D	  KK-‐mass	  

for	  each	  KK-‐state	  

⇥loop

0m =
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[Grimm,DK,CveZc]	  



•  Explicit	  proof	  of	  anomaly	  cancela>on	  hard	  
in	  structure	  of	   .	  

•  Reverse	  logic:	   by	  anomaly	  cancela>on	  

1.  Pure	  non-‐Abelian,	  Abelian	  and	  mixed	  Abelian-‐non-‐Abelian:	  

	  
2.  Mixed	  Abelian-‐gravita>onal:	  

	  
–  c	  shrinkable	  wrapped	  by	  M2-‐branes	  	  	  	  	  	  	  	  	  chiral	  mafer	  in	  F-‐theory	  	  
–  	  	  	  	  	  	  allowed	  F-‐theory	  fluxes,	  	  	  	  	  	  	  resolu>on	  divisors	  

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
•  	  Purely	  geometric	  rela>ons	  in	  6D	  F-‐theory	  compac>fica>ons	  

Geometric	  rela>ons	  on	  ellip>c	  fourfolds	  from	  anomalies	  

1

6

X

SR

X

c⇢SR

(SR · [G4])(c ·D⇤)(c ·D⌃)(c ·D�) =
1

8
[G4] ·D(� · ⇡⇤(D⇤ ·D⌃))

1

48

X

SR

X

c⇢SR

(SR · [G4])(c ·D⇤) = � 1

32
[G4] · [c1(B3)] ·D⇤

Have	  to	   for	  any	  F-‐theory	  	  	  	  	  	  	  .	  G4

[Park;	  Morrison,Park]	  

[Grimm,DK,CveZc]	  



•  Explicit	  proof	  of	  anomaly	  cancela>on	  hard	  
–  Anomaly	  cancela>on	  implicit	  in	  structure	  of	  3D	  Chern-‐Simons	  terms.	  

•  Reverse	  logic:	   by	  anomaly	  cancela>on	  

1.  Pure	  non-‐Abelian,	  Abelian	  and	  mixed	  Abelian-‐non-‐Abelian:	  

	  
2.  Mixed	  Abelian-‐gravita>onal:	  

	  
–  c	  shrinkable	  wrapped	  by	  M2-‐branes	  	  	  	  	  	  	  	  	  chiral	  mafer	  in	  F-‐theory	  	  
–  	  	  	  	  	  	  allowed	  F-‐theory	  fluxes,	  	  	  	  	  	  	  resolu>on	  divisors	  

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
•  	  Purely	  geometric	  rela>ons	  in	  6D	  F-‐theory	  compac>fica>ons	  

Geometric	  rela>ons	  on	  ellip>c	  fourfolds	  from	  anomalies	  
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SR
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(SR · [G4])(c ·D⇤)(c ·D⌃)(c ·D�) =
1

8
[G4] ·D(� · ⇡⇤(D⇤ ·D⌃))
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(SR · [G4])(c ·D⇤) = � 1

32
[G4] · [c1(B3)] ·D⇤

[Park;	  Morrison,Park]	  

[Grimm,DK,CveZc]	  



effec>vely	  determined	   .	  

from	  fourfold	  intersec>on	  on	  	  
and	  by	  chirality-‐inducing	  G4-‐flux.	  

•  Improved	  understanding	  of	   .	  	  

explicitly	  in	  compact	  F-‐theory	  
GUT-‐models	  with	  U(1)’s	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	   	  to	  SO(10),	  E6,	  more	  U(1)’s…	  

•  Anomaly	  cancela>on	   .	  

•  Abelian-‐gravia>onal	  anomaly	  derived	  from	  3D	  
	  of	  CS-‐terms	  &	  match	  to	   .	  	  

•  Anomaly	  cancela>on	  implies	   on	  all	  
ellip>cally	  fibered	  Calabi-‐Yau	  fourfolds.	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Mathema>cal	  proof?	  

Summary	  

X̂4

Local	  models:	  addiZonal	  condiZons	  [PalZ]	  


